Esercizio 1

[x:= a+b]] s ly = a-b]2 ; while [y > al+b]3 do ([a := a+1]4 ;[x:=a+b])

labels(S.) = {1,2,3, 4,5}

init(S.) = 1

final(S.) = {3}

flow(S.) ={(1,2),(2,3),(3,4), 5, 3), (4, 5}
flow'(S.) = {(2, 1), (3,2), 4, 3), (3,5), (5, 4))

Var.={a, b, x,y}

AExp. = {(a+b), (ab), (a+1)}

BExp. = {(y > a+b)}

5

P(Var. x Lab*?) ={x N, x1),x15),F N, ¥ 2), (@, ?),(@4), b N}

Available Expressions Analysis

(La E’ |—|7 J—, T) = (P(AEXP*)a 29 ma AEXp*a 0)

L kil (1) geny()||  AE,0) AE, (1) AE,. ) |  AE,()
o 0 {(a+b)} 0 0\ 0) U {(a+b)} 0 {(a+b)}
2 0 {(ab)} AE,(1) (AE,(1)\ 0) U {(a-b)} {(a+b)} | {(a+b), (ab)}
3 0 {(a+b)} ||AE..() NAE,(5) | (AE,.(2) NAE,.(5)\0) U {(a+b)} || {(a+b)} {(a+b)}
4 {(a+b), @@b), @+D)}| 0 AE,(3) (AE, (3 \ {(a+b), (a-b), (a+1)}) U 0 || {(a+b)} 0

5 0 {(a+b)} AE,(4) (AE,(4)\ 0) U {(a+b)} 0 {(a+b)}
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Reaching Definitions Analysis

(L,C, U, L, T)=(P(Var, x Lab.), C, U, 0, Var, x Lab.")
! Kl (1) geng(l) RD,,,,() RD,(l)
L&D, (x D), (x,5)} {x, D} {7, (.. @)} {&x D, ¢, D, @ DI, (x, D, (x, 5D U {(x, D}
| 2] {(y, D, (v, 2)} {(v,2)} RD, (1) RD, (DN {(y, D, (v, 2D U {(y, 2)}
i 0 0 RD,.(2) URD,,(5) (RD,,;(2) URD,,,(5)\0) U O
|4 {7, @ 1)} {(a, )} RD,,;(3) (RD,;(3)\ {(a, 7)), (@, H) U {(a, D}
S D, (x D, (x,5)) {(x,5)} RD,(4) (RD,(H\{(x, ), (x, D), (x, 5} U {(x, 5)}
: RD,,,(1) RD,.()
| 1] (D, (., (M)} {(y, M, (@ ), (x, D}
| 2] {3, D, @, x, D} (@2, x 1)y, 2)
|3 {@ 7, x,1),(,2), (x,5),(a, 4} {@ 7, x1),(y,2), (x,5),(a, 4}
|4 {7, x 1), (y,2), (x,5), (a,4)} {x, 1), (y,2), (x,5), (a, D)}
5 {x D, (y,2), (x,5), (a,4)} {(5,2), (x,5), (a, ¥}
Very Busy Expressions Analysis

(L,C, L, L, T) = (P(AExp.), 2, N, AExp., 0)

N I 1) genys(D VB.un(D VB | VBun(® VB..ill)
I 0 ((@+b)) (VB (2)\0) U {(a+D)) VB, {(a+b), @b)} | {(a+b), (@b)}
2 0 {(ab)) (VB3 \0) U {(aD)} VB.,3) || {(a+b), (b)) {(a+b)}
3 0 {(a+b)) 0\0) U {(a+b)} 0 ((a+b)} 0
4 ||{(a+1), (a+b), (@b)} | {(a+1)} || (VBun(®)\ {(@+]), ab), @DD U (@D} | VB | {(a+])) ((@+b))
5 0 {(a+b)) (VB (3)\0) U {(a+D)) VB3| {@+b) ((a+b))

Live Variables Analysis

(L,c,u, L, T)=(P(Var.), <, U, 0, Var.)

U Kt | gend LV (D LVl LV D LVulD

1w {a, b} (VB \ (X}) U {a, b} VByn(2) {a, b} (a, b}

2w {a, b} (VB (3 \ {y}) U {a, b} VB.,(3) {a, b} (y.a.b)

3 0 {y,a,b} ©\0) U {y, a, b} 0 {y,a,b} 0

4 ) (a) (VBuun(3) \{a)) U (a) VByn(5) {y.a.b} y.a.b)
s {a, b} (VByn(3)\ (X)) U {a, b} VByn(3) {y a.b) [y.a.b)
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Esercizio 2

5

[x:=51"; [y = 17 ; while [x > 11 do ([y == x-y]"; [x 1= x-11")
labels(S.) = {1, 2, 3,4, 5)

init(S.) = 1

final(S.) = {3}

flow(S.) = {(1,2), (2.3), (5, 3), 3. 4), (4, 5))

flow(8.) = {2, 1), (3,2), 3, 5), (4. 3). (5, 4))

Var, = {x, y}

AExp. = {(xy), (x-1))

BExp. = {(x> 1)}

P(Var, x Lab.) = {(x, 2), (x, 1), (x, 5). (v. . (. 2). (v, 4)}

Available Expressions Analysis

(L,c,u, L, T)=(P(AExp.), 2, N, AExp., 0)
L kill () | gen, (D) AE,,,,() AE,;() AE,,.,(D AE,;(])
1 &y, x-D} 0 0 O\ {(xy), x-DH U O 0 0
2 &y} 0 AE, (1) (AE,,(D)\{xy)h U0 0 0
i 0 0 AE,.(2) N AE,,;(5) (AE,,(2) NAE,,(5)\D)U 0 0 0
L4 &y} 0 AE,.(3) (AE D)\ {xy)hu b 0 0

5 [ {&xy), x-D} 0 AE,(4) (AE,(H\{xy), x-DH U 0 0
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Reaching Definitions Analysis

(L,c,u, L, T)=(P(Var. X Lab*?), G, U, 0, Var, x Lab*?)

! Kill (D) gen(l) RD,,,(1) RD,, (D
LD, D, x5 | {x D) (D, 3.7} (D, (3 DIV D, (5 D, (5D U {(x, D)
2D 32.6.9) | {(,2) RD,,;(1) (RD,(D\ {(y, V), (v, 2), (v, DD U {(y. 2)}
i 0 0 RD,.(2) URD,(5) (RD,,;{2) URD,,(5)\0)U O
4 3:9.63:2.3.4) | {(5:9) RD,;(3) (RD,(3)\ (¥, V. (v, 2): (v. DD U {(y. 4}
501D, D, x9) | {x5) RD,(4) (RD.(9)\ {(x, V), (x, 1), (%, 5)}) U {(x, 5)}
n RD,,,1) RD,;(I)
1 (X2, (v, D) {(y, D, x D)
| 2| {3, . x D) {x 1), (y,2))
|3 (% 1), (%,5), (v, 2), (v, 9} {x 1, (%, 5), (5, 2), (v, D)
E3 (% 1), (%,5), (v, 2), (v, 9} (D), (x,5), (v, 4)
5 (D), (x5, (v, ) {x,5), (v, 9}
Very Busy Expressions Analysis
(L,c,u, L, T)=(P(AExp.), 2, N, AExp., 0)
L kill, (1) geny,(l) VB,,.,(l) VB,.(l) VB,,.,() VB,.(l)
L&y, D) |0 (VB2 \ {(xy), (x-D}) U 0 VB, (2) 0 0
2 (&) 0 (VB D\ {(xy)H U O VB.un(3) 0 0
3 0 0 ©\0) U0 0 0 0
L4 () {xy) (VB \ {(xy)D) U {(xy)} VB(5) {xy), (x-D} {x-1}
5 [ {eey), =D} | (=D} || (VB \{xy), -DP U {(x-D} | VB3 {x-D)} 0
Live Variables Analysis
(L,c,u, L, T)=(P(Var.), C, U, 0, Var.)
| k@ gen,, (D) LV, LV, LV, LV,
1 {x) 0 LYo\ {x} U O LV 1(2) 0 {x)
2 {y} 0 LV 3N {yH U O LV ir(3) {x} {x}
3 0 {x) ©\0) U {x} 0 {x) 0
4] by {x.y} LV O\ {yD U {X, ¥} LV, (5) {x,y} {x}
5 {x) {x) LV 3N (XD U {x) LV,0,(3) {x) {x)
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Esercizio 3

if [a>b]I then ([x := b—a]2 sy = a—b]s) else ([y := b—a]4 J[x = a—b]s)

labels(S.) = {1, 2,3, 4, 5}

init(S.) = 1

final(S.) = {3, 5}
ﬂOW(S*) = {(17 2)a (13 4’)’ (2’ 3)7 (4a 5)}
flow'($) ={(2, 1), 4, 1), (3, 2), (5, 4)}

Var. = {a, b7 X, y}

AExp. =

BExp. = {(a>b)}

{(b-a), (a-b)}

P(Var, x Lab.) = {(x, 7). (x, 2), (x, 5). (v D (. 3). (v. 4)}

Available Expressions Analysis

(L,c,u, L, T)=(P(AExp.), 2, N, AExp., 0)
L kill (1) gen, () AE,,.,() AE, (1) AE,,.(0) AE, ()
1 0 0 0 0 0 0
| 2] 0 {(b-a)} AE,(1) (AE,,,(2)\0) U {(b-a)} 0 {(b-a)}
|3 0 {(a-b)} AE(2) (AE,y(D)\0) U {(a-b)} {(b-a)} {(b-a), (a-b)}
| 4] 0 {(b-a)} AE, (1) (AE,y(H\0) U {(b-a)} 0 {(b-a)}
5 0 {(a-b)} AE(4) (AE,,(5)\0) U {(a-b)} {(b-a)} {(b-a), (a-b)}
Reaching Definitions Analysis
(L,C,u, L, T)=(P(Var. X Lab*?), C, U, 0, Var, x Lab*?)
L kill (1) gengy()||  RD,,,,(D) RD,; (D) RD,,,,() RD,;(D)
1] 0 0 {xD .M} (&2, (. DI\ VO {x D, .} [ {xD. (4,0}
2 (D, (2, DA DY RD(1D) | (RD,y(2)\{(X, 7). (x,2), (%, 5D U {(x, 2)} || {x. D, (v, D} [ {(- D (%, 2)}
3D (63, (D (D) RD(2) | (RD,,, (3N {(y: D, (. 3), (v. DD U {(: I} | {3 D, (%, D} [ {(x,2), (v, 3)}
L4 6D, (4G 3), 6 DG D RD(1) | (RDy (DN (Y, 7 (v, 3), (v, DD U LG, D || {1 D, (v, D) {2, (3, D))
5 D, (%2, 9} {9} | RD.(4) | (RD(S)\{(x, 1), (x,2), (x, 5P U{(x,5)} || {x, D, (v, D} [ {4, %, 5)}
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Very Busy Expressions Analysis

(L,c,u, L, T)=(P(AExp.), 2, N, AExp., 0)

L killy(I) geny(l) VB (D) VB,..(l) VB,un(]) VB,..(I)

L 0 0 (VB,,.,(2)N VB, (H\0)u 0 | VB, (2) NVB,, (4) {(a-b), (b-a)} {(a-b), (b-a)}

12 0 {(b-a)} (VBun(3)\0) U {(b-2)} VB.un(3) {(a-b), (b-a)} {(a-b))

|3 0 {(a-b)) ©\0) U {(a-b)) 0 {(a-b)} 0

| 4 0 {(b-a)) (VB (5)\0) U {(b-a)} VB,,,(5) {(a-b), (b-a)} {(a-b)}
5 0 {(a-b)} 0\ 0) U {(a-b)) 0 {(a-b)} 0

Live Variables Analysis

(L,C,u, L, T)=(P(Var.), C, U, 0, Var,)

L kil (D) gen (D) LYV (D) LV, () LV (D) LV, ()

Ly {a,b} || (LVeD ULV, A\ O) U {a,b} | LV,,,(2) ULV,,,#) {a, b} {a, b}

2] {a, b} (LVeur(3) \{x}) U {a, b} LV,ur(3) {a, b} {a, b}

3 {a, b} @\ {y}) U {a,b} 0 {a, b} 0

4 {a, b} LV \ {yD U {a, b} LV,(5) {a, b} {a, b}
5 {x} {a, b} @\ {x}) U {a, b} 0 {a, b} 0
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Esercizio 4

[x:=2]"; [y = 4 x =115 Gf [y>>(]4 then [z := y]5 else [z := y-y]6); [x:=2]
labels(S.) = {1,2,3,4,5,6,7}

init(S:) = 1

final(S.) = {7}

flow(S.)={(1,2),(2,3),(3,4), (4,5), (4,6), (57, (6,7}

flow'($.) ={(2, 1), (3,2), (4, 3), (5, 4), (6,4), (7,5), (7, 6)}

Var. = {x, y, z}

AExp. = {(y-y)}

BExp. = {(y >x)}

P(Var. x Lab:) ={x, M, x 1), (x3), 7y, N, ¥, 2,2z, (z)5),(z 6)}

Available Expressions Analysis

(L,c,u, L, T)=(P(AExp.), 2, N, AExp., 0)

L kill () | gen, (D) AE,,,,() AE,;() AE,,.,(D AE,;(])

1 0 0 0 @\0)uo 0 0

2 {w) 0 AE, (1) (AE, D)\ {(yy)Hhuo 0 0

i 0 0 AE,(2) (AE,,2)\0)uU O 0 0

i 0 0 AE,;(3) (AE,,(3)\0)u O 0 0

i 0 0 AE,.(4) (AE ., H\D) U0 0 0

| 6] 0 {(y-y)} AE,.(4) (AE,,(MH\ D) U {(y-y)} 0 {yy}
7 0 0 AE,(5) N AE,.(6) (AE,(5) NAE,(6)\D)U 0 0 0
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Reaching Definitions Analysis

(L,c,u, L, T)=(P(Var. X Lab*?), G, U, 0, Var, x Lab*?)

! Kill 1) gen(l) RD,,, (1 RD,, (D
LD, (6 D, (x,3), DY A DY G, (9.7, (D) | (D, (7,7, 2 DN D), (x, D, (x,3), 5 DH U {(x, D}
| 2 {1, v, 2} {(y,2)} RD,;(1) (RD;,(D\ {(y, 7, (y,2)}) U {(y, 2)}
|3 D, (x5 D, (%, 3), (6D} {(x, 3)) RD.,(2) (RDi(2)\ {(x, ), (x, 1), (%, 3), (5,1} U {(x, 3)}
4 0 0 RD,.(3) (RD,,(3)\0) U 0
| 5] (=D, )5, (z6)] {(z,5)} RD,(4) RD((H)\{(z, 1), (z,5), (z, 6)}) U {(z, 5)}
16 {(z"),z)5),(z6)} {(z, 6)} RD,(4) RD.;(H\{(z,7), (z,5), (z,0)}) U {(z, 6)}
7D, x D, (x,3), XD} | {x, D} || RD.(5)URD,(6) | (RD,:(5)URD,(6)\{(x,?), (x, 1), (x,3), xDP U {(x, )}
! RD,,,() RD,, ()
1 {(xD. (3.7, @} {(y: D, (.0, (x, D}
| 2] {(y. D, (2.7, (x, D} {(y.2), (27, x, D}
| 3 {(¥,2), (2,7, (x, D} {(¥,2), (2,7, (x,3)}
4 {(y,2),(z,7), (x, 3)} {(y,2),(z,7), (x,3)}
Ea {(y,2). (@7, (x3)} {(y,2). (2. 5). (x,3)}
| 6] {(y.2), (@ 7, (x,3)} {(y,2). (2, 6). (x,3)}
7 {(y,2), (2,5), (z, 6), (x, 3)} {(y.2),(2,5), (z,6), (x, 1)}

Very Busy Expressions Analysis

(L,c,u, L, T)=(P(AExp.), 2, N, AExp., 0)

L killy,(1) | genyy() VB D) VB...l) VB D) VB...(l)
B 0 (VB,.()\0) U O VB, .(2) 0 0
2 twt] 0 (VB.:i(H\ {yy)HU o VB..i(3) 0
(3] 0 0 (VB,.(4H)\0) U0 VB,.(4) 0 0
4 0 0 | (VB.(5)NVB,(6)\0)UD | VB,,(5 N VB,,(6) 0 0
EN 0 (VB,.{)\0) U 0 VB, .(7) 0 0
16 0 iyl (VB.(D\O)U {(yy)} VB.il7) -y} 0

7 0 0 ©0\0)U0 0 0 0
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Live Variables Analysis

(L,c,u, L, T)=(P(Var.), <, U, 0, Var.)

L kill, (1) | gen, (1) LV, (D) LV, LV, (D) LV,.(D)
1 {x} 0 LVeur DN {xH VO LV, (2) 0 0
20 0 LV H\{yH U O LV,,(3) 0 {y}
3 {x} 0 LVeurHN{xHUO LV, (4) {y} {x.y}
4 0 {x.y} || LVeur(5) ULV, (6)\0) U {X, ¥} | LV,,,(5) U LV,,,,(6) {x,y} {y}
RNt {y} LVeurd D\ {z}) U {y} LV (T) {y} {z}
|6 {7} {y} LVeur D\ {z}) U {y} LV (7) {y} {z}
T {x) {z} O\ {xph U {z} 0 {z} 0
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Esercizio 5

((fn x => x)* (fn y => y)")°

Abstract Control Flow Analysis

2 5

(fny => y)")
Trovo i vincoli (constraints) utilizzando la tabella 3.1 di pag 146 del libro PPA.

((fn x => x')

[app]
(C,%0) E(fnx =>x)
[fn]
11 {fnx=>x}C"CQ)
(C,p)E(fny=>y)'
[fn]
2] {fny=>y'} CC@)
(C.°p)Ex
[3] [var]  “p(x) € "C(1)
41 "C(4) € "p(x)

(51 "C(1) € "C(5)

Scrivo una soluzione ammissibile:

ordine di vincoli G, p)
costruzione
4 BI51 | 1 {fny=>y')
1 [ 2 (fax=>x)
. ; 3 0
2 2141 | 4 {fny=>y')
5 5] 5 {fny=>y')
3 BI41 | x {fny=>y')
] ] y 0

In assenza di vincoli, scelgo l'insieme piit piccolo, ovvero quello vuoto.
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Syntax directed Control Flow Analysis

((fn x => x)? (fn y => y) ")~
Trovo i vincoli (constraints) utilizzando la tabella 3.5 di pag 170 del libro PPA.
[app]
(C,°p)k, (fnx =>x)’
[fn]

| {fax=>x}CCQ)

=

(C.op) = X
[var]
[2] “p(x) €°C(1)
(C.p) =, (fny=>y)
[fn]
31 {fay=>y'} C"C@)
(C.op)e,y
[var]
(4] “p(y) € "C(3)
(51 "C4) € "p(x)

(61 "C(1) € "C(5)

Scrivo una soluzione ammissibile:

ordine di vincoli C, p)
costruzione
4 2161 | 1 {fny=>y}
1 1] 2 {fax=>x}
7 [4] 3 0
2 Bls] | 4 (fny=>y)
5 (6] 5 {fny=>y'}
3 2151 | x (fny=>y')
6 . y 0

In assenza di vincoli, scelgo l'insieme piu piccolo, ovvero quello vuoto.
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Contraint based Control Flow Analysis

5

((fn x => x)° (fn vy => y)H
Trovo i vincoli (constraints) utilizzando la tabella 3.6 di pag 174 del libro PPA.

[app]
Cdfnx=>x))
[fn]
{{fnx=>x} CCQ)}
UCx)
[var]
{r(x) € C(1)}
UC{(tny=>y))
[fn]
{{fny=>y'} cC@))
UCLy)
[var]
{r(y) € C(3)}
U {{fax=>x}CCQ) = C@) Cr(x)}
U {{fny=>y’} €C2) = C4) Cr(y)}
U {{fax=>x"} CCQ) = C(1) C C(5)}

U {{fny=>y'} CCQ) = C(3)CC(5)}

riscriviamo tutto:

C{((tnx=>x) (ny=>y)))={

(fnx=>x} CCQ),

r(x) € C(1),

{fny=>y'} cC@)

1(y) € C(3),

{fax=>x} C CQ) = C@) C r(x),
(fny=>y'} € CQ2) = C(4) Cx(y).
{fnx=>x} CC(2) = C(1) € C(5),

{fny=>y}CC2)=C3)CCO)
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scrivo la tabella di inizializzazione per l'agoritmo di risoluzione nel seguente modo:
+ DIpl={tI({t} Sp) € C.[e.]}
* un vincolo p, C p, crea un edge da p, a p,

* unvincolo {t}C p= p, C p,creaunedge dap, ap,eunedgedapap,

p D[p] E[p]

c() 0 [{fax =>x} € C(2) = C(1) € C(5)]

C2) | {fnx=>x} |[{fax=>x}CCQ2) = C@A) Crx),{fny=>y}CC2)=CA Cr(y), {fax=>x}CC@2)= C()C
CG). {fny =>y'} € C(2) = C(3) C C(5)]

Cc3) 0 [{fny=>y'} CC(2)= C3)C CG5)]

4 (fny=>y} |[{fax=>x}) CCQ)=C@) Cr(x). {fay=>y) CC2)= C@) Cr(y)]

C(5) (0] (1
1) 0 [r(x) € C(1)]
£(y) 0 [x(y) € C(3)]

D =data array : for each node gives an element of "Val..

E = edge array: for each node gives a list of constraints from wich a list of the successors nodes can be computed.
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Esercizio 6

(vedi esercizio 4.1 pag 276 del libro di testo)
(Sign', )

z€Z;s' € Sign'

definisco la funzione di rappresentazione:

B, : Z — Sign'

B,(2) = - se z<0
0 se z=0
+ se z>0

costruisco la relazione di correttezza utilizzando la funzione di rappresentazione:
Rzs': Z x Sign' — {true, false}
Rzs'(z, s") = true se B(z)Cs'

false altrimenti

verifico la proprieta 4.4 di pag. 214:
(zRs)A(s/Es,)) = (zRs))

SOStitUisco:

(B(z) Es) A (s Esy) = (Bu(2) Csy)

e banalmente verificata dalla seguente osservazione:

st‘(z) E Slv E S2'

verifico la proprieta 4.5 di pag. 214:
(Vs" € Sign" € Sign': zR s") = z R (MSign")
se la relazione (z R s") e soddisfatta per ogni s" appartenente a Sign", allora anche la relazione (z R (MSign")) ¢

soddisfatta poiché (MSign") appartiene a Sign".

verifico la relazione tra la funzione di rappresentazione e la relazione di correttezza:

B,.(z)=nN{s1zRs'}

infatti, sostituendo si ha:

ﬁzs’(z) = -= |_|{'3 'O} NS Z<O
0=n{-0,0, 0+} se z=0
+=n{+0+} se z>0
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Esercizio 7
(vedi esercizio 4.10 pag 278 del libro di testo)
Let (1,), be a descending chain and let A : L X L — L be a total function that satisfies I, E1', = 1, C (I', A1,) C1', for all

I';, 1, € L. Show that the sequence (lAn)n is a descending chain and that lAn 31, for all n.

Soluzione
pern=0:
1,=1, (discende dalla definizione di narrowing)
I, 31, (pinin generale vale:1,31,,,)
per soddisfare le condizioni date, deve valere:
I, oAl 3],
dalla definizione di narrowing per n>0 (lAn+1 = lAn Al,):
=1 A1
questa ci permette di riscrivere la seconda parte della precedente come:
I, 3]
al passo successivo, per n=1:
130’ A1) 3L,
ripetendo gli ultimi passi, per induzione discendono le seguenti:
lAn 31, (questa vale quindi per ogni n)
a1’ Al

usando la definizione di narrowing, riscriviamo la prima parte della precedente come:

n+l1 - 1n+1

ar

n+l1

quest'ultima é proprio la condizione che descrive le catene discendenti.
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Esercizio 8

(vedi esercizio 4.19 pag 280 del libro di testo)

Date le seguenti inserzioni di Galois:

(L, oy, 71, My)

(L, s, v, M)

definire:

a(l) = (o, (D), a,(D)

y(my, my) =y,(m,) M y,(m,)

determinare se la seguente ¢ un'inserzione di Galois:

L, a,v, M, xM,)

Soluzione

utilizzo le proprieta delle inserzioni:

a(l) = (m;, m,)

N (o, (D), (1) = (m;, my)

& (o, () =my) A (0(1) = my)

& (2 vi(m)) A (1C y,(m,))

& 1 E (y,(m,) M vy,(m,)) (questa ¢ verificata dalla precedente)

= 1C vy(m,, m,)

dimostro che si tratta di una inserzione:

a(y(m,;, m,)) = (m,, m,)

= a(y,(my) M y,(m,)) = (m,;, m,)

= (o4 (i(my)), a,(y,(m,))) = (m,, my)

= o,(y,(m,)) =m, (verifica le condizioni iniziali)
= o,(V,(my)) =m, (verifica le condizioni iniziali)
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Esercizio 9

(vedi esercizio 4.20 pag 280 del libro di testo)
Let (L,, o, v,, M,) be a Galois connection and define
af)=a o foy,
Y@ =vi0g00
(in the manner of section 4.4). Do any of the following equalities
1) o(All) =Am.m
2) y(Am.m) = Al.l
3) a(f, o f,) = a(f)) o a(f,)
“4) (g1 0 &) =v(g) o v(g)

necessarily hold? Which of the equalities hold when (L,, a,, v,, M,) is know to be a Galois insertion?

Soluzione

1 o(ALl)=Am.m = o, o Al.l oy, = Am.m = 0, 0v,=hm.m questa condizione é necessaria
1 1 1 1
per una inserzione di Galois, per una generica connessione ¢ sufficiente la relazione C

2) y(hm.m) =All = v, o Am.m o a, = ALl = v, 00, =AL1 e sufficiente la relazione

perché sia una connessione di Galois.
3) a(f, o f,) = a(f)) o a(f,)
applico la funzione v ad entrambe i membri dell'equazione:
v(a(f, o £,)) = y(a(f)) o a(f,)) = sostituisco con le definizioni date:
vY(o,of, of,oy)=v(a,of oy,0oa,0f,0v) =
(yyoapofiof,o(y,oa)=(,00)of o(y;oa)of,o(y,oaq,)
quest'ultima uguaglianza é vera solo se (y, o a, = A1) che ci riporta al caso (2).
“) V(g1 0 &) =v(g) o v(g)
applico la funzione o. ad entrambe i membri dell'equazione:
a(y(g; © g)) = a(y(g,) o ¥(g)) = sostituisco con le definizioni date:
aly,ogogoa)=a(y,0g 00 0y,0g00) =
(a0oy)ogogo(aoy)=(ao0y)ogo(aoy)ogo(qoy)

quest'ultima uguaglianza é vera solo se o, o v, = km.m che ci riporta al caso (1).
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Esame di Informatica Teorica — 2006-01-18

Esercizio 1
Considerate il seguente programma:
[y=al; [z=b]l; if [y<=0] then [z=1] else (while [y>0] do ([y=y-11;[z=z-b]))
Dovete etichettarlo e quindi dire:
e Quali sono init, final e flow?
»  Disegnate il reticolo per I’analisi Reaching Definition del programma

«  Effettuate I’analisi Reaching Definition del programma

Soluzione
[y=al’; [z=bl]’%; if [y<=0]° then [z=1]' else (while [y>0]1° do ([y=y-11% [z=z-Db]"))
labels(S.)=1{1,2,3,4,5,6,7}
init(S.) = 1
final(S.) = {4, 5}
Sflow(S.)={(1,2),(2,3),3,4),3,5),(7,5),(5,6), (6, 7)}
Var.={a,b,y, z}
AExp. = {(y-1), (zb)}
BExp. = {(y <=0), (y>0)}
P(Var. x Lab*?) ={@ N, b,MN, Y, N ¥, 1, (y,6),(z, 7, (z,2),(z,4),(z, T}
reticolo: (L, C, LI, 1, T) = (P(Var. X Lab*?), C, U, 0, Var, X Lab*?)

Reaching Definitions Analysis

Lz killpy(1) gengy(l) RD,,,, RD,,,(D
L D, 0. D, .60} [ {y, DH{{@, D, (b, D, (v, D, (z, D} {(@ N, (b, D, (v, D (2, DIN{(¥, D, (v, D, (v, 0D U {(y, D}
|2 1z D), (z,2),(z,4),(z, 1} {(z,2)} RD,.(1) (RD,; (DN {(z, N, (2,2),(z, 4, (z, DD U {(z,2)}
| 3| 0 0 RD,.(2) (RD,,(2)\0) U O
|4 1z ), (2,2),(z4), @z D} {(z, D) RD,.(3) (RD,;AD\N{(z, N, (2,2),(z, 4, (z, DD U {(z, D}
| 5| 0 0 RD,.(3) URD, (T) (RD,,(3) URD,(T)\®) U 0
161 {70,601 | {06} RD,(5) (RD,;(HN{(y, D, (v, D, (v, ©)PD U {(y, 6)}
7 M@z M, (2,2),(z, 4D, (2, D} {(z, D} RD.,.;(6) RD,;,(ON{(z, D, (2, 2), (2, D, (z, DD U {(z, D}
na RD,,,(0) RD,, (1)
L1 {@ 7, b, N, (v, 7, (z, D} {(a, ), (b, N, (z, D), (y, D}
2 (@, b,z D} (@, 0Ny, D, (z2)}
13 {@@, ), b, N, (y, D, (z,2)} {(a, 7, (b, ), (y, 1), (z,2)}
|4 {@@ D, b, N, D, (z,2)} (@, 0Ny, D, (24}
|5 {@ 2,0, 1, (y,6), (24, (D} {@ 7,0, 4. D, (y.6), (24, (.71}
| 6 | {@", 6, ¢ D, (,6), (z. 4, (z,. D} {@ ", 07, (y,6),(z 4, (z, )}
7 {@?,®N,(y,6), (2.4, (z D} {(a, 7, (b,?), (y, 6), (z, 7)}
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Esercizio 2

Dato un reticolo (L, C), un upper bound operator U:LxL—L & un operatore tale che 1,C (1, Ul,) 31,

Dimostrate che se (L, C) soddisfa I’ Asceding Chain Condition allora V & un operatore di widening se e solo se & un
upper bound operator.

(suggerimento: Un operatore di widening V & un upper bound operator tale che per tutte le catene ascendenti (1,), la

catena (lnv)n stabilizza e liV =LV IHV)

Soluzione

Un upper bound operator deve soddisfare le seguenti condizioni:
M Le@UL)
2 R, UL)

Se ¢ valida la ascending chain condition, allora:

\ \

Cl

n = ‘n+l

1
che possiamo riscrivere come:

lnV c lnV V1,  (questaverificala (1))

dato che: L 30l 1, e 1)

e che : LV, 32Ul e 1)
per soddisfare l'ascending chain condition:

U{le 1, oo 1, 1,,,} D1

n+1 n+1

se maggiorimao il primo termine abbiamo che:
'V, 3L, (questaverificala(2))

pertanto V dovra necessariamente essere un operatore di upper bound.
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Esercizio 3

Considerate i reticoli P(ZU{-c0,+00}) ordinato per inclusione, ZU{-co0,+0c0} ordinato per <, e Interval i cui elementi sono
[a,b], a,b € ZU{-00,4+00} ordinato nel seguente modo: [a,b] <[a’,b’] se e solo se a<a' e b<b'.

Verificate che (P(ZU{-o0,+00}), a1, v1, Interval) e (P(ZU{-c0,+c0}), 6.2, ¥2, ZU{-00,+0}) dove
al(A)=[min(A),max(A)], y1([a,b])= {yla<y<b}, a2(A)=max(A) e y2(a)= {yl y<a}, sono due connessioni di Galois e
trovate la connessione di Galois (Interval, &, vy, ZU{-co,+c0}) tale che composta con (P(ZU{-c0,+0}), al, y1, Interval)

dia la connessione (P(ZU{-c0,+c0}), 62, y2, ZU{-c0,+c0}).

(n.b. nella prima connessione c’é un errore nel testo, in quanto la prima @ o y non é monotona.)
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Esame di Informatica Teorica — 2006-02-23

Tabelle necessarie: 2.4 (pag. 50), 3.5 (pag. 170).

Esercizio 1

Considerate il seguente programma:

[y := al ;

[z :=Db] ;

ly = z+yl

if [y <= 0] then [z := 1]

else (while [y > 0] do (ly =y — 1] ; [z := 2z * Dbl))
Dovete etichettarlo e quindi dire:
e Quali sono init, final e flow?
» Dite come ¢ fatto il reticolo per l'analisi "live variables" del programma (dite in particolare quali sono gli
elementi, il top ed il bottom del reticolo).

«  Effettuate 1'analisi "live variables" del programma.

Soluzione
[y :=al’ ; [z :=Dbl®; [y := z+y]  ; if [y <= 0]' then [z := 1]°
else (while [y > 0]° do ([y :=y - 11 ; [z := z * bl%))

labels(S.) = {1,2,3,4,5,6,7,8}

init(S.) = 1

final(S.) = {5, 6}

Slow"(8.) = {(2, 1), (3,2), (4,3), (5, 4), (6,4), (7.6), (6,8), (8, 7)}
Var. = {a, b, y, z)

(L,C, U, L, T)=(P(Var.),C, U, 0, Var.)

Live Variables Analysis

L killLV(l) g en LV(l ) L Vexit(l) L Ventrv (l) L Vexit(l) L Ventrv (l)

Ly () LV,,,(2) LV, \ {y)) U {a) {b, y} {a,b)
2] (2 (b} LV,,,(3) (LV,s(3\ {2}) U {b) {y, z) {b,y)
3ty LV,,,(4) LV ®\ {yD U {y, 2} {y} {y, 2}
L {y. 2}

1, v} || LVyGY ULV, (6) | (LV,(5) U LV, (6)\0) U {y} {y) {y)
i {z) 0 0 @\ {z})uU0 0 0
i 0 {y) 0 ©\0) U {y} 0 {y)
L7ty {y) LV,,,(8) (LY@ \ {yD U {y} {b,y,2) {b,y, 2}

81l {z} | {zb) LV,,,,(6) (LV,,,(6)\ {z}) U {z, b} {y) {b,y, 2}
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Esercizio 2

Dato il reticolo (A, C), con A = P({1 }*) (I'insieme di sottoinsiemi di parole sull'alfabeto {1}, sottoinsiemi che possono
includere la parola vuota 1), ed il reticolo dei sottoinsiemi di {dispari, pari, 0}, stabilite una connessione di Galois tra i
due reticoli tale che a({A}) = {0}, a({1, 111, 11111}) = {dispari} e a({1, 11}) = {dispari, pari}.

Dimostrate che le a e vy che introducete formano una connessione di Galois.

Soluzione

Connessione di Galois: (A, o, v, B)

Reticoli:
(AC.U,M L T)=(AC U N0 (1})

B,Eu,n, 1L, T)=B, S U, N, {0}, {0, dispari, pari})

Funzione di astrazione o.:

oaA—B
posto:ac A;x€a (a e un sottoinsieme di elementi di A, x é un singolo elemento di a)
ax)= {0} se X=A
{dispari} se n,mod2 #0 (X ha un numero di elementi n, dispari)
{pari} se n,mod2=0 (X ha un numero di elementi n, pari)

a(a) = U{a'(x)}

Funzione di concretizzazione v:

v:B— A
posto:beB;yeb (b é un sottoinsieme di elementi di B, y é un singolo elemento di b)
Y= 1) se y=0

{1(11)*}+ se y = dispari

{an’y se y = pari

v(b) =U{Y'(y)}

NOTA: i simboli * e + utilizzati come apici assumono il significato che hanno in una regular expression: * = il
contenuto tra le parentesi si ripete zero o piu volte; + = il contenuto tra le parentesi si ripete una o piu volte. Fa

eccezione {1} che assume il significato descritto nel testo dell'esercizio.
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Dimostriamo che (A, o, v, B) é una "adjunction'' e quindi anche una connessione di Galois:

o e vy sono funzioni totali perché, per costruzione, ad ogni elemento del dominio di una corrisponde un elemento del
codominio dell'altra.

Verifichiamo le seguenti condizioni:
a@LChb = a(@a)Chb

il valore piit grande che puo assumere o(a) e {0, dispari, pari} che corrisponde al T di B, pertanto la condizione é

verificata.
aCy(b) = acy()
il valore piit grande che puo assumere y(b) e dato dalla parola vuota \ piit la totalita di parole dispari e pari, pertanto

v(b) include qualsiasi combinazione di parole di a, compresa la parola vuota \.
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Esercizio 3

Considerate il seguente programma:

(let £ = (fn x => x)° in ((£ (fn y => (y' + 199" + 19"

Dite se la seguente soluzione & ammissibile o no, e nel caso non lo sia quale € una soluzione ammissibile che estende

questa, mentre se lo fosse dite se & secondo voi la pil piccola e perché.

1| {fn x => x', fn y => (y° + 1°)°%}}

2 ¢
3 {fn x => x'}
4 g
5 {(fn x => x'}
6 g
7 ¢
8 g

9| {fn x => x', fny => (y' + 1°)°}}

10| {fn x => x!, fn > (v + 19 %))

Il
\%
=
-~
+
—
o
o
-

= (y' + 17)°})

Yy
Yy
11 {fn x => x, fn y
f| {fn x => x, fn y
¢

y {fn x => x'}
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Soluzione

2

(let £ = (fn x => x')? in ((f

3 5,6, 7,8 910)11.

(fn y => (v + 1)9)° + 1)),
Trovo i vincoli (constraints) utilizzando la tabella 3.5 di pag 170 del libro PPA (allegata al compito d'esame).

[let]
(C,"p) & (fnx =>x)’
[fn]
11 {fnx=>x}C"CQ)
(C,'p) X
[var]
[2] “p(x) €°C(1)
(Cop) R ((F (y=> (' + 1)) +1)"
[op]
(C.op) = (f (fny=>(y +1)))
[app]
C,"p) k.

[var]
& *p(f) €°C3)
(C.p) R (fny=>( + 1))
[fn]
(4] {hy=>'+1)} cCc

CCp ey +1)
[op]

~ N 4
(C.p) Ry

[var]
[5] “p(y) € "C4)
(°C,"p) K, I’ «— [con] sempre verificata

(°C,p) E ¥ « [con] sempre verificata
(61 "C(2) € "p()

(71 "C(10) € "C(11)
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controllo l'ammissibilita :

vincoli G, p) “C", p")
(soluzione data — non ammissibile) (soluzione estesa - ammissibile)
(2] 1 {fn x => x', fny => (y' + 19)°%}} {fn x => x', fny => (y' + 1°)°}}
[1116] 2 g {(fn x => x'}
[3] 3 {(fn x => x'} {fn x => x', fny => (y' + 1°)°}}
[5] 4 @ {(fn x => x'}
5 {(fn x => x'} {fn x => x'}
6 ¢ [
(4] 7 ) {(fny => (v' + 199
8 g [
9 {fn x => x', fn y => (v + 1°)°}} {fn x => x', fn y => (y' + 1°)°}}
[7] 10 {fn x => x', fny => (y' + 19)°}} {fn x => x', fny => (y' + 1°)°}}
[7] 11 {fn x => x', fn y => (v + 1°)°}} {fn x => x', fn y => (y' + 1°)°}}
[3116] f {(fn x => x', fny => (y' + 19)°}} {fn x => x', fn y => (y' + 1°)°}}
(2] x 2 [
[5] % {fn x => x'} {fn x => x'}

La violazione del vincolo [1] e sufficiente per dire che la soluzione non é ammissibile.

Estendo quindi la soluzione data perché sia ammissibile.

Costruisco una soluzione minima ammissibile (non richiesto):

ordine di vincoli G, p)
costruzione
5 (2] 1 g
1 [1][6] 2 {fn x => x'}
4 [3] 3 {fn x => x'}
7 [5] 4 ?
- - 5 g
- - 6 g
2 [4] 7 {(fny = (y' + 1%
- - 8 [
- - 9 g
10 [7] 10 g
9 [7] 11 g
3 [3116] £ {fn x => x'}
6 [2] x g
8 [5] y [

In assenza di vincoli, scelgo l'insieme piu piccolo, ovvero quello vuoto.
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